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有限体上のアダマール型行列とウェイイング行列
Hadamard-type Matrices over Finite Fields and Weighing Matrices
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Abstract— Hadamard matrix is defined as a square ma-
trix where any components are −1 or +1, and where any
pairs of rows are mutually orthogonal. Hadamard-type ma-
trix over finite fields is a similar one, but has multi-valued
components on finite fields. To be more specific, we con-
sider an n × n matrix H that has their elements on the
given finite fields GF(p), and satisfies HHT = nI, where
I is an identity matrix. Any additions and multiplications
should be executed under modulo p. On the other hand,
a weighing matrix is an n× n matrix W with entries from
{−1, 0,+1}, satisfying WWT = kI, where an integer k is
called the weight of W . In this report, we discuss the rela-
tionship between Hadamard-type matrices over GF(p) and
weighing matrices.
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1 まえがき
アダマール行列（Hadamard matrix）H は {−1,+1}
上に値をとり，各行が互いに直交する正方行列 H とし
て定義される [1]．すなわち，H は HHT = nI を満た
す．ここで，T は行列の転置，I は単位行列，n は正方
行列の次数を表す．アダマール行列は符号理論，無線通
信，統計的推定，圧縮センシングなど，さまざまな分野
に応用されている [2, 3]．特に，ウォルシュ・アダマー
ル符号やリード・マラー符号，さらには n シフト直交系
列や完全相補系列系 [4] などの符号系列生成の分野では
極めて重要な役割を果たしている．
著者らはアダマール行列の概念を有限体上に拡張した
アダマール型行列（Hadamard-type matrix）を提案し，
その生成法を示した [5–9]．正確には，n 次のアダマー
ル型行列 H は p を任意の奇素数とするとき，GF(pm)

上に値をとり，各行が互いに直交し，HHT = nI を満
たす正方行列として定義される．ここで，いかなる加算
および乗算も p および与えられた既約多項式 f(x) を法
として行なうこととする．以下では簡単のため，有限体
として素体 GF(p) のみを考えることとする．
文献 [7] では，計算機探索により新種のアダマール型
行列が発見され，その例が示されている．特に，巡回性
を有する行列については，その存在条件を示すことで，
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行列の生成法を与えている．また，GF (p) 上のアダマー
ル型行列の次数 n が奇数の場合には，巡回性の有無に
限らず，n は p の平方剰余に限られることが示されて
いる [7]．一方，次数 n が 2 以上の偶数の場合において
は，有限体上のアダマール型行列が少なくとも 1 つ存在
することが証明されている [9]．これにより，有限体上
のアダマール型行列の次数が偶数であるか奇数であるか
に関わらず，その存在条件が与えられたことになり，2

値のアダマール行列と比較して，そのバリエーションは
はるかに豊かであることが示されている [9]．
ウェイイング行列（weighing matrix）は，{−1, 0,+1}の

3値を値とする n次正方行列W で，関係式WWT = kI

を満たすものとして定義され，W = W (n, k) と表記さ
れる．ここで，k は行列 W の重みと呼ばれる正整数で
ある．行列 W = W (n, k) は，k ≤ n を満たす重み k に
対し，次数 n が n ≡ 0 (mod 4) を満たすときに存在す
ることが予想されている [10,11]．
GF(3)上の H-型行列は，{0, 1, 2}上に値をとり，HHT

= 3I を満たすことから，ウェイイング行列の特別な場
合と考えることができる．本報告では，GF(3) 上の H-

型行列とウェイイング行列の関係について，特に存在条
件の観点から考察する．

2 有限体上のアダマール型行列
2.1 記号の定義
本報告では，特に断らない限り以下のような記号を使
用する．

• p : 奇素数
• H = [hij ] : 行列
• T : ベクトルあるいは行列の転置
• I : 単位行列
• O : 零行列
•
√
n : GF (p) 上における元 n の平方根

• A⊗B : 行列 A，B のクロネッカー積

2.2 アダマール型行列の定義
本節では，GF(p) 上のアダマール型行列の定義を与え
る [7]．



定義 1 (アダマール型行列). 任意の奇素数 p に対し，
有限体 GF(p) 上の n 次アダマール型行列（Hadamard-

type matrix）とは，GF(p) 上にとる n 次正方行列，す
なわち，{0, 1, 2, . . . , p− 1} 上の n 次正方行列で，任意
の異なる 2行が互いに直交し，かつ各行のノルムが nに
等しいものとして定義される．すなわち，GF(p) 上の n

次アダマール型行列 H は HHT = nI を満たす．本報
告では，以下，アダマール型行列を H-型行列（H-type

matrix）と短縮して呼ぶ．
以下，GF(p) 上における加算と乗算はすべて p を法
として行なうこととする．
注 1. 行列の次数 n が p の平方剰余であるとき，単位
行列に √

n を乗じた行列 :

H
def
=

√
n · I (1)

も HHT = nI を満たすため，H-型行列の一種と考えら
れる．ここで，√

n は前節で述べた通り n の GF(p) 上
における平方根であり，n が p の平方剰余でなければ，
そのような値は存在しない．
2.3 H-型行列の例
例 1. GF(5) 上の行列：

H
def
=

[
1 1

1 4

]
(2)

は HHT = 2I を満たすため，GF(5) 上の 2 次 H-型行
列である．4 ≡ −1 (mod 5) より，この行列は 2 値のア
ダマール行列

H
def
=

[
1 1

1 −1

]
(3)

と本質的に同一である．
文献 [7]では，計算機により H-型行列を探索した．次
にこの計算機探索で発見された H-型行列を紹介する [7]．
例 2. GF(11) 上の行列：

H
def
=


1 1 1 1 1

1 2 1 8 10

1 1 7 4 9

1 8 4 6 3

1 10 9 3 10

 (4)

は HHT = 5I を満たすため，GF(11) 上の 5 次 H-型行
列である．
式（4）の行列は第 1 行と第 1 列がすべて 1 である．

2 値のアダマール行列の場合にならい，このような行列
を標準型 H-型行列（standard-form H-type matrix）と
呼ぶ．

ここで，H-型行列の特別な場合として，以下のような
行列を定義する [7]．
定義 2 (巡回 H-型行列). a，b を GF(p) 上の異なる 2

つの元とするとき，

H
def
=


a b · · · b

b a · · · b
...

...
. . . b

b b · · · a

 (5)

なる形で書ける H-型行列，すなわち，対角成分がすべ
て同じ値 a であり，それ以外の成分がすべて b である
ような行列を巡回 H-型行列と呼ぶ．
定義 3 (標準型巡回 H-型行列). a，b を GF(p) 上の異
なる 2 つの元とするとき，

H
def
=



1 1 1 1 1

1 a b · · · b

1 b a · · · b
...

...
...

. . . b

1 b b · · · a


(6)

なる形で書ける H-型行列，すなわち，1 行目と 1 列目
の成分がすべて 1 である標準型 H-型行列であり，かつ，
1 行目 と 1 列目を除いた小行列が巡回 H-型行列である
ような行列を標準型巡回 H-型行列と呼ぶ．

例 3. GF(11) 上の行列：

H
def
=


9 5 5 5 5

5 9 5 5 5

5 5 9 5 5

5 5 5 9 5

5 5 5 5 9

 (7)

は HHT = 5I を満たすため，GF(11) 上の 5 次巡回H-

型行列である．また，同じく GF(11) 上の行列：

H
def
=


1 1 1 1 1

1 5 9 9 9

1 9 5 9 9

1 9 9 5 9

1 9 9 9 5

 (8)

も HHT = 5I を満たすため，GF(11) 上の 5 次標準型
巡回 H-型行列である．

文献 [7]では，計算機探索により，上の例 2，3 に示
したような行列が発見されたことが示されており，巡回
H-型行列，標準型巡回 H-型行列についてはその生成法
が与えられている．



2.4 H-型行列の性質
著者らのこれまでの研究で，H-型行列に関するさまざ
まな性質が証明されている．ここではそれらのうち，特
に重要なものについて紹介する．まず，H-型行列の次数
について，以下のことが知られている．
定理 1. [7] p を奇素数とし，行列の次数 n も n ̸≡ 0

mod p を満たす奇素数であるとする．このとき，n が p

の平方剰余であるとき，かつこのときに限り，GF(p) 上
の n 次の H-型行列が存在する．
この定理から，行列の次数 n が奇数であるとき，その
次数は与えられた奇素数 p の平方剰余に限られることが
わかる．また，n が偶数の場合には次のことを示すこと
ができる．
定理 2. [9] 任意の素数 p と n ̸≡ 0 (mod p) を満たす
任意の偶数 n に対し，n を次数とする H-型行列が存在
する．
すなわち，偶数次数の H-型行列は任意の次数で生成
することができる．なお，通常の 2 値のアダマール行
列の場合は，次数は 4 の倍数に限られると予想されてい
る [2,3]．したがって，有限体上の H-型行列の場合は，2
値の場合にはアダマール行列が存在しない次数に対して
も直交性を有する行列を生成可能であることになり，応
用面から考えてもはるかに自由度が高いことがわかる．
以上より，行列の次数が奇数である場合と偶数である
場合の両方について，H-型行列が存在するための条件が
示されたことになる．

3 ウェイイング行列
3.1 ウェイイング行列の定義
ウェイイング行列は以下のように定義される [10,11]．
定義 4. ウェイイング行列（weighing matrix）は，3個の整
数値 {−1, 0,+1}を成分とする n×n行列W

def
= W (n, k)

であり，WWT = kI を満たす行列である．ここで，k

は行列 W の重み（weight）と呼ばれる正整数である．
ウェイイング行列と 2 値のアダマール行列の間には以
下のような関係があることが知られている．
注 2. 重み n の n 次ウェイイング行列 W = W (n, n)

は WWT = nI を満たし，{−1,+1} の 2 値を成分とす
るアダマール行列に他ならない．
3.2 ウェイイング行列の意味
偏りのない二皿の天秤を用いて，p 個の物体の重さを

n 回の秤量で測定することを考える．天秤の目盛によっ
て，どちらの皿がどれだけ重いかが計量できることを仮
定する．ここで n × p 行列 X = [xij ] を考え，各成分
xij が以下のような規則で定められるものとする．

• i 回目の秤量で左の皿に j 番目の物体が置かれた
とき，xij = 1 とする

• i 回目の秤量で右の皿に j 番目の物体が置かれた
とき，xij = −1 とする

• i 回目の秤量で j 番目の物体が計量されなかった
とき，xij = 0 とする

この行列 X は秤量方式の方針を表しており，以下では
秤量設計行列（weighing design matrix）と呼ぶことに
する．
ここで，二つの列ベクトル w

def
= (w1, w2, . . . , wp)

T，
y

def
= (y1, y2, . . . , yn)

T を考える．ここで，各 wi は i 番
目の物体の真の重量であるとし，各 yi は i 回目の秤量
における結果，すなわち，yi は i 回目の秤量で左の皿が
右の皿を上回った重量であるとする．このとき，n 回の
秤量の結果は以下のように表すことができる：

y = Xw + e． (9)

ここで，列ベクトル e = (e1, e2, . . . , en) は n 回の各秤
量における誤差を表す．誤差ベクトル e は確率変数で
あり，その平均はゼロベクトル 0 で，共分散行列は σ2I

で与えられると仮定する．物体の真の重量を表すベクト
ル w は

ŵ = (XTX)−1XTY (10)

のように推定できる．ただし，ŵ もランダムな誤差を含
むことから確率変数であることに注意する．
Hotelling は，どのような秤量方法を用いても，各物
体の重量の推定量 ŵi の分散を σ2

n
より小さくすること

ができないことを示した [12] ．したがって，秤量方式の
設計（weighing design）は，各物体の重量 wi がこの最
小分散 σ2

n
と等しいとき，最適であると定義する．秤量

設計 X は XTX = nI が成り立つとき，かつこのとき
に限り最適であることが示されている [11]．すなわち，
X は {−1, 1} を成分とする n × p 行列で，かつ各列が
直交である場合に最適であるということができる．この
ことから，以下の定理が成り立つ．

定理 3. [11] n 次アダマール行列の任意の p 列（p ≤ n）
を並べて作られた n × p 行列は，最適な秤量設計を与
える．

ただし，アダマール行列は成分に 0 を含まないため，
毎回の秤量で p 個の物体すべてを，左右いずれかの皿に
置く場合に相当している．これに対し，ウェイイング行
列は，毎回の秤量で p 個の物体すべてを用いない場合
も含めて一般化した概念となっており，注 2 で示した通
り，その特別な場合としてアダマール行列を含んでいる．



3.3 ウェイイング行列の存在条件
ウェイイング行列の存在条件としては，以下のような
予想が存在する [10, 11]．

予想 1. [10, 11] n ≡ 0 (mod 4) であるとき，k ≤ n を
満たす任意の重み k に対し，n × n ウェイイング行列
W = W (n, k) が存在する．

注 3. 注 2 で述べた通り，重み n のウェイイング行列
はアダマール行列に他ならない．前述の通り，アダマー
ル行列の次数は 4 の倍数に限られると予想されている
が，上の予想 1 は，アダマール行列の次数に関する予想
の一般化になっていると考えられる．
文献 [11] では，84 以下の 4 の倍数 n = 4t (t ≤ 21)

については，ウェイイング行列の存在が確認できている
ことが述べられている．
n の関数 g(n) を，k ≤ q を満たすすべての重み k に
ついてウェイイング行列 W (n, k) が存在するような最
大重み q と定義する．このとき，上の予想 1 は，n ≡ 0

(mod 4) を満たす任意の n に対し，g(n) = n が成り立
つ，と言い換えることができる．文献 [10] では，一般に
g (2n) = 2n が成り立つことが示されている．すなわち，
次数 n が 2 のべき乗であれば，k ≤ n である任意の重
みに対し，ウェイイング行列 W (n, k) が存在する．さら
に，任意の奇数 n と任意の k ≥ 1 に対し，g (2kn) ≥ 2k

が成り立つことも示している．

4 H-型行列とウェイイング行列の関係
以下では，行列 H を GF(3) 上の H-型行列とする．

2 ≡ −1 (mod 3) であり，HHT = nI であるため，行列
H はウェイイング行列 W (n, n) に他ならないことがわ
かる．以下では，GF(3) 上の H-型行列の存在条件を検
証し，その結果にもとづいてウェイイング行列との関係
を考えてみる．
4.1 巡回 H-型行列
定理 1より，次数 nが奇数の場合，次数は 3の平方剰
余でなければならない．3 の平方剰余は 1 のみである．
次数 1 の行列は無意味であるが，n ≡ 1 (mod 3) を満
たす H-型行列は生成可能である．文献 [7] で示された
方法を用いれば，GF(3) 上の標準型巡回 H-型行列や非
標準型の巡回 H-型行列が生成可能である．以下に次数
が n = 4 の場合と n = 7 の場合についてそれぞれ示す．

例 4. GF(3) 上の 4 次標準型巡回 H-型行列としては，

H =


1 1 1 1

1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 2 1

 (11)

が求められる．また，非標準型の巡回 H-型行列としては，

H =


1 2 2 2

2 1 2 2

2 2 1 2

2 2 2 1

 (12)

または

H =


2 1 1 1

1 2 1 1

1 1 2 1

1 1 1 2

 (13)

が求められる．これらはすべてHHT = I ≡ 4I (mod 3)

を満たし，本質的に．W (4, 4) と同一であると考えられ
る．また，これらの行列はすべて従来の 2 値の 4 次ア
ダマール行列とも同一であると考えられる．

例 5. GF(3) 上の 7 次（非標準型）巡回 H-型行列とし
ては，

H =



1 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 2 2

2 2 2 1 2 2 2

2 2 2 2 1 2 2

2 2 2 2 2 1 2

2 2 2 2 2 2 1


(14)

または

H =



2 1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 1 1

1 1 2 1 1 1 1

1 1 1 2 1 1 1

1 1 1 1 2 1 1

1 1 1 1 1 2 1

1 1 1 1 1 1 2


(15)

が求められる．これらはすべてHHT = I ≡ 7I (mod 3)

を満たし，本質的に．W (7, 7) と同一であると考えられ
る．これらの行列を用いて秤量設計を行なうと，左右一
方の皿に単一の物体を置き，残りのすべてをもう一方の
皿に置く，という秤量をすべての物体について n 回繰
り返すことを意味している．
上の例 5 に示す通り，GF(3) 上の H-型行列としては
次数が 4 の倍数のものに限らず，奇数次数のものも生成
することが可能である．ただし，奇数次であっても，定
理 1 に示すように次数が 3 の倍数である場合は H-型行
列は存在せず，あくまでも n ≡ 1 (mod 3) であること
が必要である．



4.2 偶数次 H-型行列
定理 2 に示すように，偶数次数の場合は，n ̸≡ 0

(mod 3) の場合に限り，任意の偶数次数の H-型行列を
生成可能である．したがって，次数が 4 の倍数であれ
ば任意の次数で生成可能であり，4 の倍数でない場合で
あっても，n = 10 や n = 14 の場合は生成可能である．
以下に例を示す．
例 6. GF(3) 上の 2 次対角行列：

A
def
=

[
1 0

0 2

]
(16)

は AAT = I を満たすため，H-型行列である．2 次の零
行列 O を用いて，

H10
def
=


A O O O O

O A O O O

O O A O O

O O O A O

O O O O A

 (17)

のように 10次行列を構成すると，この行列も H10H
T
10 =

I を満たすため，GF(3) 上の 10 次 H-型行列であると考
えられる．ただし，各行における非零元はただ 1 つのみ
であるため，ウェイイング行列としては W (10, 1) と同
一で，本質的に単位行列を用いて物体を 1 個ずつ秤量す
る場合と同等である．

例 7. 例 5 で示した 7 次H-型行列 H のいずれかと，上
の例 6 で用いた 2 次対角行列 A のクロネッカー積を用
いて，

H14
def
= A⊗H (18)

のように 14 次 H-型行列を生成することができる．この
行列は GF(3) 上で H14H

T
14 = I を満たす．ただし，各

行における非零成分の個数は 7 個に過ぎないので，実質
的にはウェイイング行列 W (14, 7) と同等である．秤量
の設計方針としては，全体の n 個の物品を半分に分け，
前半と後半に分けて各回の秤量で 1 個だけを一方の皿に
置き，残りをもう一方の皿に置く，という方針で計量す
ることに相当している．

5 むすび
GF(3) 上の H-型行列とウェイイング行列の関係につ
いて考察した．ウェイイング行列の存在に関する予想は
k ≤ n を満たすすべての k について行列が存在するこ
とを考えているが，H-型行列はたかだか k ≡ 1 (mod 3)

の場合について存在が示されているだけであり，本質的
にはウェイイング行列の特別な場合であると考えること
ができる．
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